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1 Wprowadzenie

1.1 Streszczenie

Praca ,,O mierzeniu figur wielowymiarowych” zawiera sformutowane przez
aytora ogolniejsze definicje n-figur, ktére w przypadkach dla 2 i 3 wymiarow
sg dobrze znanymi figurami.

Sa to:
e n-kwadrat: dla n=2 - kwadrat, dla n=3 - szeécian
e n-trojkat: dla n=2 - tréjkat, dla n=3 - czworoscian
e n-ko$é¢: dla n=2 - kwadrat, dla n=3 - o$mioscian
e n-kula: dla n=2 - koto, dla n=3 - kula

Przedstawione jest rozszerzenie n-kwadratu na n-prostokat,
a takze szczegdlny przypadek tréjkata réwnobocznego.

Dla kazdej z tych n-figur jest liczona n-objeto$¢ przez odpowiednie catko-
wanie danej (n-1)-figury.

Dla n-kwadrata i n-trjkata jest liczona liczba p-$cian (ktére to dla p={0,1,2}
sa odpowiednio wierzchotkami, krawedziami i $cianami) metodami rekuren-
cyjnymi lub kombinatorycznymi.

Dla n-kuli jest liczona n-powierzchnia, czyli (n-1)-objeto$é (n-1)-Sciany, przez
wykonanie odpowiedniego rézniczkowania n-objetosci n-kuli.



1.2 Wstep

Mozemy powiedzie¢, ze zyjemy w trojwymiarowym $wicie. Albo doktad-
niej - ze odczuwamy to cos, co nasz otacza, jako uktad 3 wymiarow przestrzen-
nych. Cho¢ trzeba uczciwie przyznac, ze zmysty, ktorymi poznajemy swiat,
nie pozwalaja nam go ukaza¢ w ,calym swoim tréjwymiarowym pieknie”.
Ten najbardziej przestrzenny, wzrok, pokazuje otoczenie w 2D + pewnym
nieliniowym pomiarze odlegtosci. Niesie to podobne informacje jak mapa z
poziomicami - przedstawia tylko widziang z pewnego miejsca powierzchnie
wraz 7z jej gtebokocig, natomiast nie pozwala ,wniknaé¢ w gtab”. Dopiero nasz
mozg potrafi przetworzy¢ takie skape dane na rzeczywistosé 3D.

Warto zwréci¢ uwage, ze wiekszos¢ ludzi najlepiej sobie radzi z 2D - w
3D czasem trudnej sobie cos wyobrazi¢, szczegdlnie gdy chodzi obroty, katy
itp. Jednak dla matematyki zadna liczba wymiaréw nie jest wyrdzniona. 3
jest tu réwnie ,naturalne” jak 6 czy 11.

W ponizszej pracy chcialbym przedstawi¢ kilka uogélnien figur, ktérych
szczegblnymi przypadkami w 2 wymiarach sa dobrze znane nam figury, takie
jak kwadrat, trojkat czy prostokat. A takze kilka innych, ktére tatwo i sen-
sownie mozna przedstawi¢ dla n-wymiarowej przestrzeni.

Przy definicjach bede wybierane najwygodniejsze uktady.



2 O mierzenieniu figur wielowymiarowych

2.1 n-kwadrat

n-kwadrat o boku a € Ry oznaczamy jako c[n, a] i definujemy nastepujaco:
cn,al = {(z1,...,xn) ER": 0< ;< a, i€{l,...,n}}

c[n] oznacza zbiér wszystkich c[n,al

C[O.,a] c[l,a] c[2,a] c[3.,a] c[4.,a]

Rysunek 1: n-kwadraty do 4 wymiaréw

Latwo mozemy sprawdzi¢, ze dla n = 2 powyzsza definicja pokrywa sie z
definicja kwadratu, a dla n = 3 - z definicja szescianu.

2.1.1 n-objetosé¢ n-kwadratu

n-objetosé ¢[n, a] bedziemy oznaczaé jako Veln, al.

Z definicji wynika, ze 0-kwadrat wypeltnia catg przestrzen O-wymiarows, gdyz
w tym przypadku jest to zbior wszytskich punktow, czyli zachodzi:

Velo,al = 1 (1)

Skoro tworzac c[n + 1] przeciagamy c¢[n] po dodanym wymiarze od 0 do a,
mozemy napisac:

Veln+1,a] = /Oa Vin,a] - dx (2)
Ven+1,a) = [Vin,d]-z]y (3)
Veln+1,a] = Vin,ad]-a (4)



Przesuwamy zmienna wymiarowa n — n — 1:
Venyal = Vin—1,4]-a (5)

Redukujac prawa strone (5) za pomoca tego samego réwnania (n — 1) razy
oraz podstawiajac (1) otrzymujemy:

Ven,a) = a" (6)
Co jest dos¢ oczywistym wynikiem.
Z kolei tatwo zauwazy¢, ze rozciagajac c[n,al, niekoniecznie tak samo dla

kazdego wymiaru, otrzymujemy n-prostokat p[n, a, ..., a,|, ktéremy mozemy
zdefiniowaé nastepujaco:

pln,ay,....a,) = {(x1, 29, ...;x,) € R": 0< 2; <a;, i €{1,...,n}}

Z kolei jego n-objetoscia bedzie:
Vpln,ay,...,a,] = H a; (7)

2.1.2 liczba p-Scian n-kwadratu

p-wymiarows Sciang n-wymiarowego kwadratu zwiemy zbior punktéw, ktore
spelniaja (n — p) razy rowno$¢ w definicji n-kwadratu. Liczbe spelnionych
réwnosci w def. ¢[n, a] nazwijmy k.

Liczbe réznych mozliwosci uzyskania p-$ciany n-kwadratu w rownaniu defi-
niujacym c[n, p| oznaczamy jako Fc[n, p].

Tworzac c[n + 1] z c¢[n| przeciagamy c[n] po dodanym wymiarze. Wyni-
ka z tego, ze liczba Scian kazdego wymiaru ulega podwojeniu, gdyz dla
(ps1 = 0) V (2,41 = a) mamy 2 sytuacje, w ktérych te same Sciany zo-
staty niezmienione, poniewaz:

nm+1)—p=k+1 & n—p=k (8)

Z kolei gdy (2,41 # 0) A (x,41 # a) powstaja Sciany o (p — 1) wymiarze,
gdyz:

(n+1)—p=k & n—(p—-1) =k 9)
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Mozemy (8) i (9) zapisa¢ w postaci réwnania rekurencyjnego:
Feln+1,p] = 2-Fcn,p]+ Fen,p—1] (10)

Pamietajac, ze Fc|0,0] = 1 oraz, Ze nie ma punktéw z p < 0 mozemy napisaé
nastepujace rownanie rekurencyjne:

Fen+1,00=2- F[n,0] A Fel0,0] =1 (11)
Przesuwajac zmienng n — n — 1
Fen, 0l =2-Fn—1,00 A Fec[0,0]=1 (12)

oraz podstawiajac do prawej strony (12) (n — 1) razy to samo réwnanie
otrzymujemy:

Fe[n,0] = 27 (13)

Albo piszac bardziej ,,po ludzku”: liczba wierzchotkdéw n-kwadratow jest row-
na 2".

Liczbe écian w ogdlniejszym przypadku mozemy probowaé liczy¢ w opar-
ciu o (10) i (13), jednak wygodniej jest przyja¢ nastepujaca metode:

Majac ¢[n] 1 wiedzac, ze Fc[n,p] jest liczba mozliwych kombinacji gdy w
n —p réwnaniach definiujacycg c¢[n] mamy réwnosé. Rownosé ta moze byé po
prawej lub lewej stronie (czyli (x; = 0) V (z; = a), co daje 2 mozliwosci na
kazdy wymiar), wobec czego mozemy napisac:

Fal = (") (14)

n—p

Fen.g] = (”) g (15)

p

Do tego samego wyniku mozna doj$é takze w oparciu o (13), liczac w ilu
roznych p-przestrzeniach moze powstaé¢ p-Sciana n-kwadratu zaczynajaca sie
w danym punkcie i dzielac wszystko przez liczbe wierzchotkéw tej p-Sciany
(gdyz policzylismy je tyle razy wiecej, ile jest na niej wierzchotkéw). Musimy
pamietaé, ze majac n wymiaréw i p-figure, mozemy jg umiesci¢ w liczbie



p-przestrzeni bedacej kombinacja, (;) Mnozymy liczbe punktow razy liczbe
kombinacji i dzielimy przez wierzchotki $cian:

Pl = 2 (1) G (16)

Feln,p] = (") Lgnep (17)

p

Bezposrednio sprawdzamy, ze dla (p € {0,1,2}) A (n € {2,3}) mamy odpo-
wiednio liczbe wierzchotkéw, krawedzi oraz Scian kwadratu i szescianu.



2.2 n-trojkat

n-tréjkat o danych wysokosciach h; € R oznaczamy t[n, hy, ..., h,] 1 definiu-
jemy jako najmniejszy (=bedacy cze$cia wspélng wszystkich) zbiér wypuktly
zawierajacy (n+ 1) punktéw nie dajacych sie zamknaé¢ w (n — 1)-przestrzeni.
Wysokoscia h; nazywamy odlegtosé (i + 1)-tego punktu od (i — 1)-przestrzeni
poprzednich zawierajacej (7) punktéw. Nalezy zwrocié uwage, ze réznie nu-
merujac punkty mozemy otrzymac rézne wysokosci.

Zbiér wszystkich t[n, hy, ..., h,] oznaczamy jako t[n].

n-tréjkat rownoboczny oznaczamy jako T'[n, a] i definiujemy jako t[n, hy, ..., hy,]
w ktorym odlegtos¢ miedzy kazdymi réznymi punktami jest taka sama.

N A &

T[0,a] T[1 T[2,a] T[3,a] T[4,a]

Rysunek 2: n-tréjkaty réwnoboczne do 4 wymiaréw

Latwo mozemy zauwazy¢ ze dla 2 i 3 wymiaréw n-trojkat jest odpowiednio
trojkatem i czworoscianem.

2.2.1 n-objeto$¢ n-trojkata

Zajmimy sie n-objetoscia t[n, hy, ..., hy,|, ktéra nazywamy Vit[n, hy, ..., hy)].
Tworzac t[n + 1, hy, ..., hya1]| z tin, hy, ..., h,] dodajemy jeden wymiar oraz
jeden punkt M.

Vitln+1,hy, ..., hyy1] uzyskamy catkujac wzdtuz h,,q (pami@taj@c ze jest to
prostopadte do t[n, hq, ..., h,|) n-trojkat o n-objetosci Viln, hl, S Y =N,
(kazdy wymiar zmienia si¢ liniowo, gdyz punkt M jest pol@czony odcinkami
z wszystkimi punktami ¢[n, hq, ..., hy,)), po x, od O do hy,yq.

Skoro wszystkie wymiary sa proporcjonalne do 7=*—, mozemy zapisac:



hn+1 In
Vi[n + 1, ha, oo hogt] = / Vi, hy, oo hy) - —— dz (18)
0 hn+1
1 2t hnt1
Vit 1Lhy, .., hy Vitin,hy, ..., hy 19
R LT
1
Vt{n_‘_l?hlu"'?thrl] n+1Vt[n7 h’l?"'ahn] 'h‘n+1 (20>
Przesuwamy zmienng n — n — 1:
Vt[n, hl, ceey hn] = n 1Vt[n — 1, hla ceey h,nfl] . hn+1 (21)

Teraz redukujemy prawa strone réwnania (21) (n — 1) razy, przy tym pamie-
tajac, ze Vt[0] jest 1 punktem:

Vil b, h] = =] (22)

Teraz mozemy policzy¢ VT [n,al.
Droga do tego wiedzie przez wyznaczenie kolejnych wysokosci. Dla rozroz-
nienia od przypadku dowolnych wysokosci, bedziemy je oznacza¢ jako H;

By odlegtosci byly takie same miedzy kazda para réznych punktéow moze-
my postapi¢ nastepujaco:

Tworzymy (n + 1) punktéw w (n + 1)-przestrzeni, kazdy z jedna, rézna od
innych, wspotrzedna b, a pozostalymi rownymi 0.

Mamy wiec:
n+1
(b00..000) (23)
(060...000) (24)
(00b...000) (25)
(26)
(000..b00) (27)
(000..000) (28)
(000...000b) (29)
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Odlegto$¢ miedzy 2 roznymi punktami jest rowna:

a = VP+1? (30)
a = b-\2 (31)

Obierajac za punkt M punkt (29), wysoko$¢ H,, bedzie miata postaé:

Hy = @+ @+ .t a2+ (guys — )? (32)

Skoro punkt zrzutowania wysokosci () (o wspéhrzednych jak w (32)) musi
zawiera¢ sie w T'[n — 1, al, wiec:

1 = 0 (33)

Dodatkowo, skoro zaden punkt T'[n — 1,a] nie jest wyrdzniony, pozostale
wspotrzedne muszg by¢ sobie réwne:

@1 = @2 = ... = {4n-1 = (n (34)

Znajac z (23)-(29) wspotrzedne pozostalych punktéw i nadal pamietajac, ze
@ musi by¢ w T[n — 1,a] mozemy zapisa¢ réwnanie (n — 1)-przestrzeni, w
ktorej znajduje si¢ dany T'[n — 1, al:

G+t +qg1+qg = b (35)

Podstawiajac do tego wspotrzedna taks sama g dla wszytskich z; otrzymu-
jemy:

n-q b
b
q = - (37)

n

Co mozemy podstawi¢ do wzoru na wysokos¢ (32), pamietajac takze (33):
H, = /n b2 (38)

-q2 +
H, - ,/n-(Z)ubz (39)
=+

q
1

1 40
- (40)
n

Sl (41)
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Pamietajac, ze (31) zapisujemy:

H, = L (42)

Jak wczesniej postulowalismy:

Tln,a] = tn, Hy, ..., H,] (43)

Zatem zachodzi tez:
VT[n,a] = Vtn,Hy,..., H,] (44)
VT[n,a] = illﬁlHl (45)

Zajmijmy si¢ upraszczaniem iloczynu:

?:1 HZ - 46

= H?zla'%' nTH = 47

(46)
(47)
_ 272 an - (T, /"5 = (48)
= 27 (L Vet D) - (T3 = (49)
= 272 (I, Vi F D) - (05 i) = (50)
_ 22 (Vi F 1) = (51)
= 272 g \n+ 1 (52)

Co podstawiamy do (45) i tym samym zapisujemy ostateczny wzor na n-
objetosé T[n, al:
vn+1

VTn,a) = p QT2 gn (53)

2.2.2 liczba p-Scian n-tréjkata

p-Sciana n-trojkata jest najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy (p+1) wierz-
chotkow i ich liczba jest oznaczamy Ft[n, p].

12



By policzy¢ F't[n, p| wystarczy policzy¢ kombinacje (p + 1) w liczbie wszyt-
skich punktéw t[n] czyli (n + 1).
Otrzymujemy:

Ftln,p] = <Zii> (54)

Latwo sprawdzamy, ze dla (p € {0,1,2}) A (n € {2,3}) mamy odpowiednio
liczbe wierzchotkéw, krawedzi oraz $cian tréjkata i czworoscianu.

13



2.3 n-kos¢
n-ko$¢ o promieniu r € R, oznaczamy jako d[n,a] i definujemy nastepujaco

k[n, T] = {(ill'l, ,l’n) eER": 0 < ‘SCZ| <raze {1, ,n}}

R

k[0.1] K[1.1] k[2.1] k[3.1]

Rysunek 3: n-ko$¢ do 4 wymiaréw
Dla 2 wymiaréw jest to kwadrat, dla 3 - oémioscian.

2.3.1 n-objetos¢ n-kosci

Zauwazmy, ze gdy x1,...,xn > 0 mamy tréjkata o hy,...,h, =7

Jednak w kazdym wymiarze mamy 2 przypadki - (z; > 0) V x; < 0. Skoro
przypadek rownosci lub jej braku nie daje wktadu do n-objetosci, oznaczajac
n-objetos¢ kln,r] jako Vk[n,r|, a takze pamictajac (22):

Vkn,r] = 2"-Vit[n,7,..,7) (55)
n 1 -

Vkn,r] = 2" i gr (56)

Vk = Z 57

] = 2 (57)
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2.4 n-kula

n-kule o promieniu r € R, oznaczamy jako s[n,r] i definiujemy jako zbiér
punktéw, ktorych odlegtosé od poczatku uktadu wspotrzednych jest mniejsza
badz réwna promieniowi r.

Definicja analityczna s[n, r| jest nastepujaca:

sin, ] = {(z1, ..., ,) € R™: Yz <r?}
i=1

Zauwazmy, ze w 2 wymiarach to koto, a w 3 - kula.

2.4.1 n-objetosé n-kuli

n-objeto$¢ n-kuli o promieniu r oznaczamy jako V's[n,r].

Zauwazamy, ze dla n = 0 n—kula wypelnia calg przestrzen:
Vsl0,r] = 1 (58)

Pamietamy, ze dodajac dodatkowy wymiar i tworzac s[n + 1,r| z s[n,r],
przesuwamy kule s[n,t] o zmiennym promieniu ¢ wzdtuz nowego wymiaru.

n+1

fo = 7 (59)
i=1

dor = = (60)
i=1
= Jrr-ai, (61)
Catkujemy:
r t”
Vsn+1,r] = / Vin,r] - el dTp41 (62)
r 2 _ 2 n/2
Vsn+1,r] = / Vin,r] - (Tf’n”l) ~dTpiq (63)
(64)
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Mozemy wyciagnaé state czynniki przed nawias. Latwo tez zauwazy¢, ze kula
jest symetryczna wzgledem punktu 0, wobec czego mozemy 2 razy przecat-
kowac¢ od 0 do 7.

V r
Vsin+1,r] = 2- [;ln,r] / (r2 _$i+1)n/2 ~dTp (65)
0
Vs[n + 1,7“] = 2 V[?’L,’l“] ’ /T(l - (%)2)?1/2 ’ dxn-i—l (66)
0

Teraz robimy nastepujace podstawienie, wraz z jego konsekwencjami:

Tpy1 = 7 -sin(a) (67)
drn,+1 = 71-cos(a)-da (68)
0 = r-sin(0) (69)
ro=r- sin(§) (70)
B /2 r-sin(a) /2
Vsl 1] = 2-Vinal - [ (1= (F2R2)2) - cos(a) - dalT1)
Vsin+1,r] = 2-Vin,r]- /Oﬂ/z(COSQ(Oé))n/Q -1 - cos(a) - da (72)
Vsln+1,7] = 2-Vin,r]-r /OW/2 cos"t(a) - da (73)

Skorzystamy ze wzoru (75) stusznego dla m > 2, wzietego z [3]:

/Cosm(x) dr = N sin(z) - cos™ (z) + T;1 /cosm’Q(x) - da(74)

m

7 . s . . . d . , . .
Ktory to udowadniamy rézniczkujac obie strony po - i rOwnowaznymi prze-

ksztatceniami przechodzac z prawej strony do lewej:

d 1 m—1

= L (cos™(a) + (m —1) - cos™%(a) - (1—sm( ) _
= cos™ ()

cosm(a)—%[%sm(a)«cosm’l(a)]—l— - cos”™ %(a) (75)
L[ Lsin(a) - cos™ o )]+m771005m_2(a) = (76)

= L(BBl cogm () + sin(a) - e () 4 m_Q(a) = (77)
= L(cos™(a) — (m —1)-sin*(a) - cos™ (oz))—i— s 2(a) = (78)
(79)

(80)
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Dodatkowo wiedzac, ze gdy m > 2
z € {0, g} = sin(a) - cos™ H(a) =0 (81)

Mozemy opuscié¢ (jako réwne zero w sumie) powyzsze wyrazenie, skoro poja-
wia si¢ w réznicy f(5) — f(0).

sin(g) -cosm’l(g) —sin(0) - cos™ 1(0) = 0 (82)

Rozwazmy teraz parzystosé (n + 1).
Gdy (n+1) mod 2 = 0, korzystajac z (73) i (74) redukowanego przy pomocy
swojej prawej strony oraz (82) piszemy:

n n— /2
Vs + 1] = 2 Vinalor [ ] 69
Vsl 1] = 2Vl (DL (G) S (8
Vsl i) = me Vil (G 0)(5) (85)

W przeciwnym wypadku, gdy (n+ 1) mod 2 = 1, korzystajac z (73), (74),
(82) oraz [ cos(a)da = sin(«) mamy:

n n— /2
Vslo+ 1] = 2 Vil [ B0 ()G sinta)] (50
Vsl i = 2 Vin] o () (D) (5)6) (s7)

Mozemy zapisaé¢ (85) i (87) w tadniejszej postaci:
(n+1)/2 2 — 1

Vsin+ 1,71 = m-Vin,r]-r- ] T@,,nmod?zl (88)
i=1
Mg
1 = 2. P | i 2 —
Vsn+1,r| Vin,r]-r Z':1_[122,%_1,71 mod2 =0 (89)
(90)
Teraz obliczymy V's[1,7] z (89):
V] = 2 Vo] r ][~ (91)
T ’ S 2i 41
Vs[l,r] = 2-r (92)
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Co jest zwyktym odcinkiem o dtugosci 2 - r.

Teraz mozemy przystapi¢ do liczenia Vn + 2].
Zacznijmy od przypadku n parzystego. Wtedy (n + 1) jest nieparzyste.

229, 4

Vsin+2,7] = 7m-Vin+1,r]-r- ][] 5

i=1 t

Vsln+2,7] = Q'W'V[nT]'TZ'((nﬁ)/z%_l)'(ﬁ 2 ) (94)
! ’ 2i /241

=1

(93)

Poprzeksztalcajmy iloczyn iloczynéw z (94):

(2™ 25 - (4 22) = (%)
= (PP 1) - (04 ) - 77 5) - T2 = (96)
= (52 + 1) - (T4 745) - 75 = (97)
- — (98)
Co jest znacznie upraszcza sprawe. Teraz podstawiamy (98) do (94):
1
Vsin+2,r] = 2-7r-V[n,7’]-7“2~n+2 (99)

Analogicznie postepujemy z przypadkiem, gdy n jest nieparzyste, co daje
parzyste (n + 1).

(n+1)/2 2
Vsin+2,7] = 2-V[n+1,r]-r- 1;[1 i1 (100)
Vsin+2,7] = 2-7-Vin,r]-r*. <(ni_1[)/2 20 ) ((ni—l[)/g 20— 1)(101)
’ ’ o241 A 2

Upraszczamy iloczyny z (101):

(Hganl)/z 2l2i1) ) (HZ(”J{U/? 21'2;1> 102

(102)
= ([IMV2 545 - (2?2 - 1) = (103)
(104)
(105)

(IT
(H(n+1)/2 1 Ly (¢ (n— 1)/2(22_,_1)) - 104
1

2i+1
- 105
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Podstawiamy (105) do (101):

1
n+2

Vsin+2,7] = 27-Vin,r]-r*- (106)
Zauwazamy, ze rownanie (99) i (106) maja taka sama postaé. Jednak dalej
rozwazamy (99) oraz (106) oddzielnie, gdyz redukujac wymiary z gradacja 2
w przypadku n parzystego dojdziemy do 0, w przeciwnym — do 1.

W réwnaniach (99) i (106) przesuwamy zmienng n — n — 2. Znamy V's[0, ]
i Vs[1,7], wobec tego zmiana warunku na n > 2 nie przeszkodzi w oblicze-
niach.

Dla przejrzystosci stosujemy oznaczenia m € N:

n=2m, nmod?2=0 (107)
n=2m+1, nmod2=1 (108)
Co daje:
1
2 = 2n-V[2m—2,r] -1 — 1
Vs[2m, ] T-V[2m —2r]-r o (109)
1
2m+1,7] = 2m-V[2m—1,7] -1 11
Vs2m +1,r] Tm-V[2m—1,r]-r ——] (110)

Teraz redukujemy prawa strone (109) i (110) (m — 1) razy.

1
(2m)(2m — 2)...(4)(2)
1
(2m +1)(2m —1)...(3)(1)

Vs2m,r] = (2-7)™-1.77". (111)

Vs2m+1,7] = (2-7)™-2r-r*". (112)
Wyciagajac w (111) 2™ przed nawias iloczyn i skracajac to, stosujac w (111)
silnie oraz w (112) dwusilnie (iloczyn z gradacja 2, do 1 dla liczb nieparzy-
stych; ), mozemy zapisaé ostatecznie powyzsze wzory w nastepujacej postaci
(sprawdzajac takze, ze V[0,r] i V[1,7] sa odpowiednimi przypadkami (113)
i(114)):

Vs2m,r] = %-ﬂ'mWﬂm (113)
1 m m m
Vs2m+1,7r] = ma g 2t (114)



Spawdzmy wzory (113) i (114) dlan < 6

Vs[0, 7] 1 (115)

Vs[l,r] = 2r (116)

Vs[2,r] = mr? (117)
4

Vs[3,r] = gm’?’ (118)
1

Vsd,r] = §7T2r4 (119)

Vs[b,r] = iﬂ%s (120)
1

Vs[6,r] = 67T3r6 (121)

Jak wida¢ w 2 wymiarach (117) jest dobrze znanym wzorem na powierzch-
nie (,ta zwykta”) kota.
Z kolei (118) reprezentuje réwnie oczywiscty wzor na objetosé kuli.
Do$¢ prosto prezentuje si¢ postaé¢ 4-objetosci 4-kuli, tej pierwszej ,,juz poza
zasiegiem naszych zmystéw i intuicji”.

2.4.2 n-powierzchnia n-kuli

Zmajac juz n-objeto$¢ n-wymiarowej kuli teraz nasuwa sie pytanie - a co z
jej n-powierzchnig?

n-powierzchnig n-kuli nazywamy rozmiar wszytkich takich punktéw, ktore w
réwaniu definiujacym n-kule spetniaja réwnosé i oznaczamy ja jako Ps[n, ]

Skoro promien jest prostopadly do Ps[n,r], co wynika z anizotropowosci
(brak wyr6znionego kierunku) wzgledem jej srodka, zwiekszajac promien o
dr, obliczajac przyrost n-objetosci V's[n, r+dr] — Vs[n, r] otrzymujemy pew-
ng nieskonczenie matg n-objetos¢, ktora przedstawiamy jako:

Ps[n,r|-dr = Vs[n,r+dr] —Vsn,r] (122)

Mozemy wymnozy¢ Ps[n, r|-dr otrzymujac n-objetosé, gdyz w granicy dr —
0 dla kazdego nieskonczenie matego kawatka n-powierzchni mamy do czynie-
nia z przemnazaniem (n — 1)-objetosci ¢[n — 1, dr| razy kolejny bok dr.
Zapisujac to jako:

Vsn,r +dr] — Vsin,r]

Ps[n,r] = = (123)
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Mamy do czynienia ze zwykta rézniczka po d%, co mozemy przedstawi¢ przy-
padku jako:

Ps[n,r] = CZ”[VS[H’ r]] (124)

Roézniczkujac odpowienio n-objetosci parzysto- (113) i nieparzystowymiaro-
wej (114) n-kuli otzrymujemy:

2
Ps2m,r] = —Trf-ﬂm-r?m_l (125)
m!
om + 1
Ps[2m+1,r] = Jhamﬂ-wm.r?m (126)

Co mozemy jeszcze nieco uproscic:

2
PS[Zm, T] = m . 7Tm . T2m_1 (127)
1
Ps[?m + 17 ’T‘] = m . 2m+1 - er (128)

Sprawdzajac n-powierzchnie n-kul dla n < 6 otrzymujemy:

Ps[0,r] = 0 (129)
Ps[l,r] = 2 (130)
Ps2,r] = 2- (131)
Ps[3,r] = 4-7-7? (132)
Psl4,r] = 2-7%.¢3 (133)
Ps[5,r] = 2 R (134)
Ps[6,r] = 7 -7P (135)

Nic nie otacza pojedynczy punkt punkt, wiec dla (129) mamy 0.

Natomiast odcinek ma 2 konce (punkty), co wynika z (130).

Dalej - dla przypadku 2-wymiarowego mamy obwdd kota (131).

Dla ,zwyklej” kuli mamy jej ,zwykla” powierzchnie, co otrzymujemy z (132).
Nastepnie - (133) - to juz jest jak dla nas czysta abstrakcja. 4-powierzchnia
s[4, 7] jest figura o 3-objetosci.

21



3 Zakonczenie

Opisany w pracy problem na kilku przyktadach ilustruje, ze mozemy opisaé¢
wielowymiarowe figury, ktérych nie mozna sobie w prosty sposéb wyobrazic.
Jest on o tyle ciekawy, ze w stosunkowo prosty i przejrzysty sposéb obliczane
sg wlasnosci n-figur, bez odwolywania sie do rysunkoéw pomocniczych.
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